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1 Einleitung

Schwingungen spielen in vielen physikalischen Anwendungen eine grofie Rolle, vom Schwin-
gunsfreiheitsgrad des Gases bis hin zur Radiowelle. Oft werden idealisierte, reibungsfreie
harmonische Schwingungen betrachtet. In diesem Versuch geht es darum Verstdndnis
fiir die leichter realisierbaren, aber weniger leicht zu beschreibenden, geddmpften und
extern angeregten Schwingungen zu erlangen.

2 Theorie

2.1 Harmonische Schwingungen

Eine mechanische Schwingung ist harmonisch, wenn die verursachende Riickstellkraft
proportional zur Auslenkung aus der Ruhelage ist. Beim Pohlschen Resonator wird
das riickstellende Drehmoment durch die Feder erzeugt, es ldasst sich durch die Win-
kelrichtgroBe D der Feder (ein dquivalent zur Federkonstante) und die Auslenkung ¢
des Rades beschreiben als —pD. Das Minus entsteht, weil das Drehmoment der Auslen-
kung entgegen wirkt. Mit dem Drehmoment I der Drehscheibe ergibt sich aus Ip = M
(M Drehmoment) als Bewegungsgleichung;:

Die allgemeine Losung der Gleichung ist nach [2] S.326:

QO(t) — Aeiwot +B€—iw0t
mit wy :\/?

2.2 Gedampfte Schwingungen

In der Realitét gibt es zusétzlich zum riickstellenden Drehmoment auch immer Reibung
oder Dampfung. Das dadurch entstehende Drehmoment ist dann in der Bewegungs-
gleichung durch einen zusétzlichen Term zu beriicksichtigen. Wir nehmen an, dass das
Déampfungsmoment proportional zu Winkelgeschwindigkeit ist und fiigen deshalb noch
—@p ein. Dabei ist p eine Dampfungskonstante. Das Minus entsteht aus dem Gleichen
Grund wie in 2.1. Die erweiterte Bewegungsgleichung lautet nun:
I$=—pp—pD
Die Losung ist jetzt ( [2] S.333 )

(p(t) — e—ﬁt (Aewet + Be—wet)

mit = £ und we = /3% — w§



An w, ist zu erkennen, ob, und wenn ja wie, das System unter einer gewissen Dampfung
schwingt. Nur wenn f kleiner ist als wg ergeben sich komplexe Exponenten, die fiir oszil-
lierendes Verhalten der Exponentialfunktionen sorgen. Der Vorfaktor e=#* sorgt dafiir,
dass die Schwingung exponentiell abklingt, das heifit, dass bei hoher Démpfung schon
nach kurzer Zeit keine Schwingung mehr stattfindet. Oder allgemein: tliglo @(t) =0. Um

ein Maf fiir die Schnelligkeit dieser Abnahme einzufiihren definiert man

_ (1) _ Ty _
A=1In <m) = In(eT) = BT (1)

als das sogenannte Logarithmische Dekrement. Je hoher dieser Wert, desto schneller
klingt die Schwingung ab. T" steht hierbei fiir die Periodendauer (1" = i—’r)

2.3 Angeregte gedampfte Schwingungen

Wird nun zusétzlich zur Dampfung noch eine Anregung eingebracht, muss die Bewe-
gungsgleichung nochmals erweitert werden. Da die Anregung von der Auslenkung und
deren Ableitungen vollkommen unabhéngig ist, wird die Bewegungsgleichung damit in-
homogen. Im Fall des Pohlschen Resonators ist die Anregung ein periodisches Drehmo-
ment der Form N cos(wt). Die Gleichung lautet jetzt:

Ip=—pp— D+ Pcos(wt)

Zur Losung der inhomogenen Gleichung muss nur eine spezielle Losung gefunden und
zur Losung der homogenen Gleichung addiert werden. Uber den Ansatz ¢(t) = ae’@!=?
erhélt man als Losung der inhomogenen Bewegungsgleichung;:

o(t) = (Ae™<* + Be ") + g cos(wt — ¢)

homogene Losung + spezielle inhomogene Losung

wo und ¢ werden spéter spezifiziert. An dieser Gleichung ist zu erkennen, dass das
System, nachdem die Eigenschwingung abgeklungen ist, nur noch in der Anregerfrequenz
schwingt. Interessant sind jetzt noch die Amplitude ¢y und Phasenverschiebung ¢ der
erzwungenen Schwingung. Die Formeln fiir ¢y und ¢ lauten nach [2]S.336:

N

0 = 2
Y T .
¢ = arctan (%) (3)

Mit N = £

T
In Abbildung 1 ist das Verhalten von ¢y und ¢ (jeweils normiert) fiir verschiedene
Démpfungen in Abhéngigkeit von o dargestellt.
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Abbildung 1: ¢y und ¢ in Abhéingigkeit von o Quelle: [4]

2.4 Wirbelstrombremse

Eine Wirbelstrombremse funktioniert dadurch, dass in dem relativ zum Magnetfeld be-
wegten Leiter ein Strom induziert wird, der im Kreis fliet. Durch den Widerstand des
Leiters kommt es zu Energieverlusten. Diese werden als Bremswirkung spiirbar. Vorteil
davon ist der geringe Verschleifl, da keine mechanische Reibung auftritt. Die Wirbel-
strombremse wird in diesem Versuch genutzt, um eine Dampfung einzustellen. Dazu ist
sie gut geeignet, da die Bewegungsgleichungen immer von einer zur Geschwindigkeit pro-
portionalen Kraft ausgehen. Dies ist meist nur eine Naherung, bei der Wirbelstrombrem-
se aber tatsédchlich der Fall. Aulerdem ist die Bremswirkung auch noch proportional zur
Schnittfliche von Magnetfeld und Leiter, was den Vergleich der Messungen erleichtert.

3 Durchfiihrung

3.1 Beschreibung des Aufbaus

Der Versuchsaufbau besteht aus einem auf einer Achse drehbar gelagerten Rad (1) aus
Kupfer. Uber eine Spiralfeder (2) ist es mit dem Zeiger (3) verbunden. Auf der Winkels-
kala (5) kann die momentane Auslenkung des Rades und des Zeiger abgelesen werden.
Uber einen Exzenter (6) mit angeschlossenem Motor kann der Zeiger bewegt und damit
zum Schwingen angeregt werden. Durch die verstellbare Wirbelstrombremse (4) kann,
durch Vergroflern und Verkleinern der Schnittfliche mit dem Rad, die Dampfung einge-
stellt werden.

Die Auswertung und Steuerung erfolgt elektronisch. Dazu ist ein Computer mit einem
Messprogramm angeschlossen. Uber einen an die Achse des Rades angeschlossenen Win-
kelmesser kann die Auslenkung bestimmt werden. Ein Schrittmotor mit elektronischer
Steuerung sorgt dafiir, dass der Computer die Position des Zeigers zu jedem Zeitpunkt
genau kennt. Im Messprogramm ist die Frequenz des Motors frei wahlbar. Zusétzlich
kann die momentan verwendete Dampfung angegeben werden.



Abbildung 2: Bild des Versuchsaufbaus Quelle: [3]

Eine Messung beginnt mit einer kurzen Initialisierung der Elektronik. Deshalb werden
die ersten Schwingungen nicht aufgenommen. Danach erstellt der Computer automatisch
einen Plot der Auslenkung iiber der Zeit. Der Phasenraum der Schwingung wird ebenfalls
graphisch ausgegeben. Nach Ende der Messung wird eine PDF-Datei ausgegeben, in
der, zusétzlich zum Plot der Auslenkung, auch Motorfrequenz und Démpfung vermerkt
sind. Die Nulldurchgénge des Zeigers sind durch vertikale Linien markiert, damit die
Phasenverschiebung bestimmt werden kann. Diese Dateien sind dann zu kopieren und
auszuwerten.

3.2 Versuchsdurchfiihrung

Als Erstes wird das Verhalten des Systems ohne dufiere Anregung untersucht. Die Aus-
wirkungen der Dampfung sollen im Detail betrachtet werden. Dazu wird der Zeiger
iiber das Messprogramm in Nullauslenkung gebracht, damit sich eine moglichst sym-
metrische Schwingung um 0° auf der Winkelskala ergibt. Die Wirbelstrombremse wird
auf den gewiinschten Grad (0,2,4,6,8 mm) der Dadmpfung eingestellt. Das Rad wird nun
von Hand auf 120° ausgelenkt und die Messung am Computer gestartet. Nachdem sich
die Messelektronik kalibriert hat wird das Rad erneut auf 120° ausgelenkt, damit der
vollstéandige Schwingvorgang aufgezeichnet wird. Dies ist besonders bei Messungen mit
hoher Déampfung sehr wichtig, da nur noch sehr wenige signifikante Schwingungen statt-
finden und die Messauflosung des Winkelmessers bei kleiner Auslenkung sehr grob ist.
Natiirlich ergibt sich auch bei 0 mm Dampfungsgrad der Wirbelstrombremse durch an-



dere Reibung eine geddmpfte Schwingung.

Im zweiten Teil werden die erzwungenen Schwingungen betrachtet. Hierbei sollen be-
sonders das Verhalten von ¢y und ¢ nach den Formeln 2 und 3 nachvollzogen werden.
Der ungedédmpfte Fall wird jetzt nicht mehr betrachtet, da das Risiko der Resonanz-
katastrophe (Die durch den Motor zugefiihrte Energie wird durch die Dampfung nicht
schnell genug abgefithrt und das System schwingt immer stérker) besteht. Fiir jede
Dampfung (4,6,8 mm) wird das Rad nun in erzwungene Schwingung versetzt. Dazu wird
fiir verschiedene Motorfrequenzen zwischen 150 und 600 mHz ¢(t) aufgezeichnet. In der
ersten Zeit, nach Beginn der Messung, ergibt sich noch keine gleichméflige Schwingung,
da sich Eigenschwingung und erzwungene Schwingung iiberlagern. Nach einer gewissen
Einschwingzeit ist jedoch die Eigenschwingung vollsténdig abgeklungen und das Sys-
tem schwingt mit der eingestellten Motorfrequenz. Dies kann man im Phasendiagramm
recht gut daran erkennen, dass sich dann eine gleichméflige Ellipse ergibt. Da nur die
Daten der erzwungenen Schwingung fiir die Auswertung relevant sind, wird die Messung
nun neu gestartet. Nach einer groberen Untersuchung des Frequenzbereiches in 50 mHz
Schritten wird der interessante Bereich um die vermutete Resonanzfrequenz nochmals
genauer vermessen.

Wiéhrend der Messungen ist immer darauf zu achten, dass keine Resonanzkatastrophe
auftritt, da diese das Gerét beschadigen kénnte.

4 Auswertung

4.1 Das logarithmische Dekrement und die Dampfungskonstante

Aus den Abklingkurven des ersten Versuchsabschnitts lesen wir die Maxima aus. Fiir
jeden einzelnen Messpunkt nehmen wir einen grofiziigig abgeschétzten Fehler von o, = 1
Sekunde an. Aus der Zeitdifferenz zwischen dem ersten letzten Maximum berechnen wir
die Periodendauer mit:

t, — 1

T = .

n—1
und nach gaufischer Fehlerfortpflanzung o = n—‘g Daraus ergeben sich die Eigenfre-
quenzen w, fiir die verschiedenen Dampfungen bzw. Einstellungen der Wirbelstrom-

bremse in Tabelle 1.

Zur Berechnung des Logarithmischen Dekrements A verwenden wir Formel 1. Fiir den
Quotienten “D(t,} verwenden wir die ersten zwei Maxima der Abklingkurven, da diese
den kleinsten relativen Fehler haben. Im Anschluss berechnen wir die Dampfungskonstante
B durch die Gleichung A = BT'. Die Fehler o, und o3 ergeben sich durch gaufische Feh-

lerfortpflanzung. Die erhaltenen Werte stehen in Tabelle 2.




Wirbelstrombremse Periode T Eigenfrequenz w,
0 mm 3.13+0.21s 2.014+0.131
2 mm 3.10+£0.29s 2.03+0.191
4mm 3.07 £0.48s 2.05+£0.321
6 mm 3.1+1.4s 2.03+£0.931
8 mm 3.1+ 1.4s 2.03+0.931

Tabelle 1: Werte fir 7" und w,

Wirbelstrombremse | Log. Dekrement A | Déampfungskonstante (8
0 mm 0.14 +0.03 0.0450 % 0.0090
2mm 0.28 +0.03 0.091 +0.013
4 mm 0.605 £ 0.047 0.197 4+ 0.034
6 mm 1.05£0.10 0.34 £0.16
8 mm 1.72 £0.22 0.55 +0.27

Tabelle 2: Werte fiir A und

4.2 Die ungedampfte Eigenfrequenz

Aus den Werten des vorigen Abschnitts berechnen wir durch die Relation

wo = /w7 + B
die ungedédmpfte Eigenfrequenz. Das gewichtete Mittel fiir wqy iiber alle Dédmpfungen
ist wp = 2.03 £0.20 % Die Eigenfrequenz w, fiir die Dampfungseinstellung 0 mm ist

etwas kleiner, als die Eigenfrequenz des ungeddmpften Falls, liegt aber noch deutlich im
Bereich des Fehlers.

4.3 Die Resonanzkurve

In Abbildung 3 ist die Resonanzkurve fiir drei verschiedene Dampfungen aufgetragen.
Dabei entspricht die X-Achse dem Verhéltnis zwischen Anregungsfrequenz w und der in
Abschnitt 4.2 berechneten Eigenfrequenz wy des ungeddampften Falls. Auf der Y-Achse
ist die Amplitude aufgetragen, welche sich nach dem Einschwingprozess einstellt. Diese
ist mit auf einen Wert ¢y(150mHz) = 16.5 ° normiert.

Fiir die Fitkurven wurde Gleichung 2 {iber N und § an die Werte anpasst. Die Werte
der Fit-Parameter sind in Tabelle 3 aufgelistet.
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Abbildung 3: Frequenzgang

Déampfung N 6]
4mm 2.81+0.08 | 0.17+£0.01
6mm 292+£0.15 | 0.33£0.02
Smm 2.84+£0.14 0.53 £0.04

Tabelle 3: Fit-Parameter

4.4 Phasenverschiebung

In Abbildung 4 ist die Phasenverschiebung zwischen dem Exzenter und der Schwingung
dargestellt. Dabei ist die X-Achse mit wg aus Abschnitt 4.2 skaliert. Die Y-Achse ist mit
7 skaliert, damit alle Werte zwischen 0 und 1 liegen. Fiir die Ausgleichskurven haben
wir Gleichung 3 iiber die Ddmpfungskonstante S an die Werte gefittet.

4.5 Resonanzfrequenz

Verwendet man die ungeddmpfte Eigenfrequenz wy aus Abschnitt 4.2 und die
Déampfungskonstanten § aus Abschnitt 4.1, lasst sich ein theoretischer Wert fiir die Re-
sonanzfrequenz, mit einem Fehler nach gauflscher Fehlerfortpflanzung, berechnen. Diese
sind neben den gemessenen Resonanzfrequenzen, welche wir mithilfe der Fit-Parameter



Pasenverschiebung & /7

0.8

0.6

0.4

0.2

Démpfung 4mm

B =0.22+0.02
Dampfung 6mm .
B =10.36 £0.03
Déampfung 8mm
. #=061+£008 —
0.5 1 1.5
w/wo

Abbildung 4: Phasenverschiebung ¢

aus der Abbildung bestimmen, dargestellt.

Démpfung | w, theoretisch | w, abgelesen

4dmm 2.01 £0.20 2.02 +£0.20
6mm 1.97£0.22 1.98 £0.21
8mm 1.874+0.29 1.89 £0.23

Tabelle 4: Resonanzfrequenzen
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5 Diskussion

Die Werte fiir die Eigenfrequenz der gedampften Schwingung sollten nach theoreti-
scher Erwartung fiir hohere Dampfung kleiner werden. Dieser Zusammenhang ist aus
unseren Werten nicht zu erkennen. Allerdings waren die Eigenfrequenzen bei héheren
Dampfungen, wie auch an den Fehlern zu erkennen ist, nicht mehr sehr genau zu be-
stimmen, weil die Anzahl der ausgefiihrten Schwingungen zu klein wurde. Bei 8 mm
Déampfungsgrad waren es zum Beispiel nur noch zwei. Der erwartete Wert fiir w, wiirde
aber wegen der deshalb immer grofler werdenden Fehlerintervalle immer im Bereich der
Standardabweichung liegen.

Die Werte fiir das Logarithmythische Dekrement und die Dampfungskonstante sind
dagegen gut. Das Logarithmische Dekrement steigt bei hoherer Dampfung deutlich an
und die Dampfung steigt ebenfalls. Wegen 3 = £ und p proportional zur Stellung der
Wirbelstrombremse (siehe 2.4) erwarten wir auch 8 o< p. Dieser Zusammenhang ist in
den Werten gut erkennbar.

Die Graphen fiir ¢y und ¢ sehen den Erwarteten Graphen (siehe Abbildung 1) sehr
dghnlich und die nach den Formeln fiir ¢y und ¢ daran gefitteten Graphen liegen meist
gut in Fehlerintervall. Bei der héchsten Dampfung von 8 mm ergeben sich bei der Pha-
senverschiebung recht ungenaue Werte. Wir vermuten, dass dies eine Auswirkung der
elektronischen Messung ist, da bei kleinen Auslenkungen, wie sie bei hoher Dampfung
eben auftreten, die Auflosung des Winkelmessers zu grob ist.

Die teoretische und die abgelesene Resonanzfrequenz w, stimmen ebenfalls sehr gut
iiberein. In unseren Messreihen haben wir die Resonanzfrequenz des Systems jeweils gar
nicht, oder nur ungefihr gefunden, denn es stellten sich nie Anzeichen fiir eine Reso-
nanzkatastrophe oder eine besonders starke Amplitude bei einer bestimmten Frequenz
ein. Durch die Interpolation iiber die Fits lief} sich der Wert von w, aber sehr gut ablesen
und war, wie durch den Vergleich mit den theoretischen Werten ersichtlich, auch sehr
genau.
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