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1 Einleitung

In diesem Versuch untersuchen wir die Nutation und Prézession von einem Kreisel. Die
Prinzipien, die dabei zu tragen kommen, sind interessant zum Verstédndnis von Rotatio-
nen ohne feste Achsen. So etwas findet man zum Beispiel, wenn man die Rotationen und
Umlaufbahnen von Planeten und Monden betrachtet.

2 Theorie

2.1 Tragheitsmoment

Das Tragheitsmoment bei Rotationsbewegungen funktioniert analog zur trigen Masse
bei Translationsbewegungen. Allgemein ist es durch folgendes Integral definiert:

I= deiriu = /rupd\/

mit 7 dem Abstand des Massenteils dm; zur Rotationsachse. Betrachtet man eine Ro-
tation um eine Achse A, die parallel zur Schwerpunktachse A, ist, so gilt der steinersche
Satz:

[AZ[AS—FMC_LQ (1)

wobei @ dem Verschiebungsvektor zwischen A und A entspricht. Formel aus [2] S.132-138

2.2 Das physikalische Pendel

Ist ein starrer Korper um eine Achse mit Abstand [ zu seinem Schwerpunkt drehbar
gelagert, bildet er ein physikalisches Pendel. Wird er aus seiner Ruhelage ausgelenkt,
beginnt er, durch die Schwerkraft als Riickstellkraft, zu schwingen. Fiir kleine Auslen-
kungen ¢, in denen die Kleinwinkelndherung sin(¢) = ¢ gilt (bis ungeféhr 10°), kann
seine Bewegungsgleichung bei Masse m und Tréagheitsmoment I beschrieben werden als

I = —Imgyp
Daraus ergibt sich nach [1] S.86-87 eine Schwingungsdauer,

T =2m L
Img

iiber die sich das Tréagheitsmoment bestimmen lésst als:

[ T?lmg
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2.3 Kreisel

Ein Kreisel ist ein starrer Korper, der nur in einem Punkt fixiert ist. Daraus ergeben
sich drei Freiheitsgrade fiir seine Rotation. Seine Bewegung wird mit der eulerschen
Kreiselgleichung beschrieben:

8—E = oL + % L
ot o “
Raum Koérper

Anders als bei der herkommlichen Bewegungsgleichung fiir Rotationen, gilt diese fiir
ein raumfestes Bezugssystem. Bei dieser Transformation entsteht der sogenannte Co-
riolisterm. Die drei Freiheitsgrade zeigen sich durch die verschiedenen moglichen Ro-
tationen des Kreisels. Er kann um seine Figurenachse rotieren, welche zugleich Haupt-
tragheitsachse ist. Wirkt ein Drehmoment horizontal orthogonal zur Impulsachse, wie
in Abb. 1, so kann sich der Betrag des Impulses nicht &ndern. Stattdessen prazediert die
Impulsachse mit dem Kreisel um den Fixierpunkt.

Aus [1] S.90/91.

Abbildung 1: Vektorielle Darstellung der wirkenden Groflen. Quelle: [3]

Wird die Figurenachse angestoflen, dndert sich die momentane Drehachse. Das er-
zeugt eine Nutationsbewegung der Figurenachse und der momentanten Drehachse um
die raumfeste Impulsachse. Dabei lauft die Figurenachse, wie in Abb. 2, auf dem Nu-
tationskegel entlang, wihrend die momentane Drehachse auf dem sog. Rastpolkegel um



die Impulsachse rotiert. Alternativ ldsst sich die Bewegung der Figurenachse auch mit
dem Gangpolkegel beschreiben, welcher um den Rastpolkegel rollt.

Figurenachse

A

momentane
Drehachse

Impulsachse

Rastpolkegel

Nutationskegel

Gangpolkegel

Abbildung 2: Skizze zur Bewegung der Achsen bei der Nutation. Quelle: [3]

2.4 Herleitung Tragheitsmoment aus der
Prazessionsgeschwindigkeit

Die Prézessionsgeschwindigkeit héngt von verschiedenen Faktoren ab. Zunichst muss
der Drehimpuls Lg des Kreisels bestimmt werden. Dafiir gilt:

LK = I(EK = 57’)1[(7"%{(,6[(

mit my der Masse, rx dem Radius und @i der Rotationsgeschwindigkeit des Kreisels.
Auf den Kreisel wirkt das Drehmoment D, des Zusatzgewichts. Das berechnet sich mit
der Formel:

—

Dz = ﬁ g X T, P
D, =m_.gr,sind
wobei m, und r, die Masse und der Abstand zum Fixierpunkt sind. Durch das Zusatzge-

wicht wird, wie in Abb. 1, die Figuren- und Rotationsachse des Kreisels um den Winkel
0 gekippt. Fiir die Prazessionsgeschwindigkeit gilt dann folgende Gleichung:

—

DZ:LUPXLK

Dz = prKsmH



Daraus folgt dann fiir das Tragheitsmoment [j:

m,gr,sinf = wplgwg sind
m.gr;

Ix = . (3)

WpWEK

3 Durchfiihrung

Der Versuch besteht aus zwei wesentlichen Teilen, der Prazession und der Nutation. Mit-
hilfe von Zusatzgewichten wird ein Drehmoment auf den rotierenden Kreisel ausgeiibt,
was eine Prézession hervorruft. Aus der Umlaufzeit wird dann das Trégheitmoment
berechnet. Fiir die Nutation wird der Kreisel beschleunigt und dann angestoflen. An-
schliefend wird der Zusammenhang zwischen der Rotationsfrequenz des Rades und der
Nutationsfrequenz untersucht.

3.1 Tragheitsmoment durch physikalisches Pendel

Zunichst bestimmen wir die fiir die Rechnung relevanten Eigenschaften des Kreisels. Zur
Bestimmung des Trigheitsmoments des Kreisels um die horizontale Achse wird, wie in
Abb. 3, die Stange zunéchst fixiert und dann der Kreisel mit Hilfe eines Zusatzgewichts zu
einem physikalischen Pendel umfunktioniert. Dafiir schrauben wir das Zusatzgewicht in
das Gewinde am Rand des Kreisels. Um die Kleinwinkelndherung verwenden zu kénnen,
achten wir darauf, nur mit kleinen Auslenkungen zu arbeiten. Die Schwingungsdauer
messen wir gemittelt iiber zehn Schwingungen mit einer Stoppuhr. AnschlieBend wie-
derholen wir das Experiment mit dem Zusatzgewicht an der gegeniiberliegenden Seite
des Kreisels, um den Fehler durch eventuelle Unregelméfigkeiten im Kreisel zu verrin-
gern.
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Abbildung 3: Aufbau zum physikalischen Pendel. Quelle: [3]

Anschlieend notieren bzw. messen wir die Massen der Gewichte, die Stablange und
die Mafle des Ausgleichgewichts.

3.2 Prazession

Nun wird die Einspannung entfernt und der Kreisel mithilfe des Ausgleichgewichts in
Waage gebracht. Der Abstand wird ebenfalls notiert. Jetzt wird der Kreisel mit einer
Schnur beschleunigt und dann mit der Lichtschranke seine Rotationsperiode, wie in
Abb. 4, gemessen. Wir héngen ein Gewicht an das Ende des Stabes, wie in Abb. 5, und
erzeugen so eine Préazession, deren Rotationsperiode wir mit einer Stoppuhr bestimmen.
Diesen Schritt machen wir viermal ohne den Kreisel anzuhalten, um die Periode der
Préazession in Abhéngigkeit von der Rotation des Kreisels zu untersuchen. Im Anschluss
wiederholen wir diese Schritte fiir zwei weitere Zusatzgewichte.
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Abbildung 4: Aufbau zur Bestimmung der Umlaufzeit. Quelle: [3]
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Abbildung 5: Prizession durch Zusatzgewicht. Quelle: [3]

3.3 Nutation

Zunichst stellen wir sicher, dass der Kreisel noch immer in Waage ist und versetzen
ihn mit der Schnur in schnelle Rotation. AnschlieBend geben wir dem Ende des Stabes
einen Stofl und verédndern damit die momentane Rotationsachse. Dadurch entsteht eine



Nutation der Drehachse, welche wir iiber zehn Perioden gemittelt mit einer Stoppuhr
messen. Danach beenden wir die Nutation, indem wir die Stange festhalten, ohne den
Kreisel zu beriithren. Dann messen wir die Rotationsperiode des Kreisels erneut mit der
Lichtschranke. Diese Schritte wiederholen wir vier mal, um Nutationsperioden fiir vier
verschiedene Rotationsperioden des Kreisels zu messen.

4 Auswertung

4.1 Tragheitsmoment

Das Triagheitsmoment des Rades um die horizontale und vertikale Achse lésst sich durch
allgemeine Formeln berechnen. Hierfiir und fiir den weiteren Berechnungen haben wir
die angegebenen Werte fiir den Kreisel als Fehlerfrei angenommen. Die Werte sind in
Tabelle 1 dargestellt. AuBlerdem ldsst sich das Tragheitsmoment auch mithilfe des phy-

Achse Formel Tréagheitsmoment I
Horizontal TMR? 9.49 x 1073 kgm?
Vertikal durch SP TMR? 4.08 x 107% kgm?
Vertikal durch Fixierpunkt | $MR?+2MR%,,,..0 | 47.18 x 107* kgm?

Tabelle 1: Trigheitsmomente - Formeln aus [1] S.80

sikalischen Pendels berechnen. Dafiir haben wir den Fehler der Angaben des Rades als
vernachlassigbar betrachtet und mit folgendem Fehler gerechnet:

2Tlmg\ > T?mg\°
OI:\/U%( 472 > +012< 472 ) '

Dadurch ergibt sich mit Formel 2 der Wert I = (9.04 + 0.063) x 1073 kgm?.

4.2 Tragheitsmoment aus Prédzession

In Abb. 6 haben wir die gemessenen Prizessionsfrequenzen iiber der Reziproken Krei-
selrotationsfrequenz fiir die verschiedenen Gewichte aufgetragen. Dabei ist der lineare
Zusammenhang zwischen wp und i gut zu erkennen.
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Abbildung 6: Prizession iiber Rotation fiir unterschiedliche Zusatzgewichte

Im folgenden betrachten wir die Masse des Zusatzgewichtes als Fehlerfrei, da wir den
Fehler gegeniiber unserer Zeitmessungen als insignifikant annehmen. Fiir die Fehlerrech-
nung ergibt sich dann aus Formel 3 folgende Formel:

2 2 2
B mygre m.gr, m.g

O = \[Oup 5 + 0wy 3 + oy, .
WpWgk WpWiy WpWik

In Tabelle 2 sind die aus den Rotations- und Prézessionsfrequenzen bestimmten Werte
fiir das Tragheitsmoment des Rades dargestellt.

Zusatzgewicht [g] | I [kgm?] o1 [kgm?]
20 8,9x1073 0.2x1073
60 9.0x1073 0.2x1073
100 8.8x1073 0.3x1073

Tabelle 2: Trigheitsmoment aus Prizession

10



4.3 Nutation

Diagramm 7 stellt die gemessene Nutationsfrequenz iiber der jeweiligen Rotationsfre-
quenz dar. Mit Gnuplot wurde ein Fit auf diese Werte berechnet, der den linearen Zu-
sammenhang eindeutig bestitigt. Als Steigung der Gerade ergibt sich a=(0.1534+0.002).

WNE]
O = N W A Oty N oo ©o
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Abbildung 7: Nutation in Abhéingigkeit von Rotation

5 Diskussion

5.1 Vergleich der verschiedenen Tragheitsmomente

Vergleicht man die Werte fiir das Trégheitsmoment des Kreisels, die wir in Abschnitt 4.1
mit dem physikalischen Pendel und in Abschnitt 4.2 aus der Kreiselprazession bestimmt
haben, zeigt sich, dass die experimentell bestimmten Werte im Rahmen ihrer Unsicher-
heiten miteinander iibereinstimmen. Der Formelwert aus Abschnitt 4.1 hingegen, wel-
chen wir als Fehlerfrei angenommen hatten, ist etwa 5% groer als die anderen Werte.
Das deutet auf einen systematischen Fehler hin, der alle Messungen gleichermaflen be-
einflusst hat. Eine mdogliche Fehlerquelle, die wir in unseren Rechnungen vernachléssigt
haben, ist die Ausdehnung der Radaufthéngung.
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5.2 Linearer Zusammenhang der Nutation und Rotation

In Abschnitt 4.3 hat sich gezeigt, dass der Quotient % = 0.153 konstant ist. Da dieser
Wert nicht von der Kreisfrequenz abhéngt, folgern wir, dass er von der einzigen anderen
involvierten Grofle, dem Tragheitsmoment, abhédngt. Das Tréagheitsmoment von wg ;s
ist offensichtlich Iyopizont und die Nutation ldsst als einer iiberlagerte Schwingung um
den Fixierpunkt betrachten. Dafiir wird dann das Tragheitsmoment des Kreisels um
die vertikale Achse benoétigt. Die Werte fiir diese Tragheitsmomente wurden bereits in

Abschnitt 4.1 berechnet. Es folgt:

WNut

I .
— 0.153 = 0.201k = f-Horzontal (4)

WKreis Vertikal

mit der Proportionalitdtskonstante k=0.76, deren Ursprung wird jetzt nicht weiter un-
tersuchen. Weiterhin stellte sich die Messung der Nutationsperiode als schwierig heraus,
weil die Nutation entweder zu schnell war oder zu schnell zum Erliegen kam. Deswe-
gen enthélt nur unsere dritte Messreihe fiir die Nutation verwertbare Ergebnisse, die
wahrscheinlich mit hohem systematischen Fehler belegt sind.
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